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Cwiczenie nr 3

WYZNACZANIE PARAMETROW DYNAMICZNYCH UKLADOW
— metodg drgan swobodnych

Cel ¢wiczenia:

e Poznanie zasad modelowania obiektow rzeczywistych — zastgpienie obiektu badanego (belka
jedno- lub dwu- wspornikowa z dodatkowa masg) modelem fizycznym 1 matematycznym
(ukfad zastepczy — model fizyczny o jednym stopniu swobody).

e Okreslenie na drodze analityczno-eksperymentalnej dla kazdego z badanych uktadéw parame-
trow dynamicznych: masy zredukowanej, zastgpczego wspotczynnika thumienia 1 zastepczego
wspotczynnika sprezystosci.

Wyposazenie stanowiska:

Stanowisko sktada si¢ z dwoch uktadow:

a) rzeczywistego uktadu mechanicznego ztozonego z:
— podstawy umozliwiajacej jedno- lub dwustronne mocowanie belek,
— przymiaru milimetrowego umocowanego na podstawie,
— kilku belek o r6znej grubosci,
— kilku mas mocowanych wymiennie na belkach;

b) ukladu pomiarowego zawierajacego:
— piezoelektryczny przetwornik przyspieszen drgan,
— miernik drgan ze wzmacniaczem i uktadem catkujgcym,
— oscyloskop,
— przetwornik analogowo-cyfrowy (A-C),
— komputer z oprogramowaniem ,,0scyloskop cyfrowy”.

1. C. Cempel: Drgania mechaniczne. Wprowadzenie, skrypt PP Nr 1163 1984; str. 28-36; 77-94.
2. Z. Osinski: Teoria drgan, PWN Warszawa 1978. str. 79-109, 111-148.

3. Z. Osinski: Ttlumienie drgan mechanicznych. PWN Warszawa 1986. str. 18-55.

4. Z. Parszewski: Drgania i dynamika maszyn. WNT Warszawa 1988, str. 33-54.

5. K. Piszczek, J. Walczak: Drgania w budowie maszyn. PWN Warszawa 1982, str. 28-90.

Zagadnienia kontrolne:

1. Zasady modelowania uktadow rzeczywistych.

2. Znajomo$¢ uktadania rownan ruchu dla uktadow o jednym stopniu swobody.

3. Sposoby rozwigzywania roOwnan rozniczkowych zwyczajnych liniowych o stalych wspotczyn-
nikach.

4. Interpretacja parametrow dynamicznych ukfadow.

5. Charakterystyka amplitudowo-czestotliwosciowa uktadu o jednym stopniu swobody.
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1. PODSTAWY TEORETYCZNE

W wielu zagadnieniach technicznych np. w zadaniu minimalizacji drgan ukladow rzeczywi-
stych, przy okresleniu bezpiecznego zakresu pracy ze wzgledu na odpowiedz obiektu na wystgpuja-
ce wymuszenia (np. sitami w maszynie), przy optymalizacji konstrukcji pod wzgledem wytrzyma-
fociowym 1 w wielu innych przypadkach, istotna jest znajomo$¢ wilasnosci dynamicznych obiek-
tow. Duza zlozono$¢ budowy wielu uktadéow rzeczywistych powoduje, ze rowniez ich modele fi-
zyczne 1 matematyczne charakteryzuja si¢ duza zlozonoscig. Dlatego tez, w pierwszym przyblize-
niu, uktady takie zastepuje si¢ modelami prostszymi np. uktadami o jednym lub dwoch stopniach
swobody i dla nich okre$la si¢ parametry dynamiczne.

Rozpatrzmy dwa proste uklady mechaniczne przedstawione na rysunku la i 1b. W kazdym
przypadku jest to belka pryzmatyczna o dlugosci 1 1 masie m, z masg skupiong M zamocowang w
punkcie o wspotrzednej a. Obydwa uktady réznig si¢ jedynie warunkami brzegowymi. Obydwa te
uktady zastagpimy modelem dyskretnym liniowym o jednym stopniu swobody (rysunek 1 ¢) przyj-
mujac, ze jedynie mozliwy ich ruch to drgania gietne z pierwsza postaciag wiasna.
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Rys.1. Rozpatrywane obiekty rzeczywiste — belka pryzmatyczna z masg skupiong:
a) jednostronnie utwierdzona,
b) obustronnie przegubowo podparta,
c) model obiektu rzeczywistego.

W celu okreslenia parametrow dynamicznych modelu wykorzystamy dwie metody:
— energetyczng tzw. metode Rayleigh'a dla okre$lenia masy zredukowanej m, 1 sztywnosci
zredukowanej k, (metoda analityczna),
— opartg na kryterium réwnosci przemieszczen drgan swobodnych wybranego punktu obiek-
tu rzeczywistego (punktu redukcji) i modelu dla okreslenia sztywnos$ci zredukowanej k, i
zredukowanego wspotczynnika tlumienia ¢, (metoda eksperymentalna).

Z powyzszego wida¢, ze mas¢ zredukowana m, mozemy okresli¢ na podstawie obliczen nume-
rycznych za$§ zredukowany wspolczynnik thumienia ¢, na drodze eksperymentalnej. Jedynie zredu-
kowang sztywnos$¢ k., mozemy wyznaczy¢ na drodze analitycznej, a takze przy zalozeniu znajomo-
Sci warto$ci m, doswiadczalnie.



Na poczatku wykorzystajmy energetyczng metod¢ modelowania. W metodzie tej zaktada sig,
ze obiekt mechaniczny jest uktadem zachowawczym, tzn., Zze nie uwzgledniamy strat energii (prak-
tycznie thumienie jest niewielkie tzn. ¢ = ). Wartosci m, i k, wyznaczamy w oparciu o kryterium
roéwnosci energii kinetycznej T i energii potencjalnej V':

Tobiektu = Tmodelu (1)
Vobiektu = Vmodelu
Zaktadajac, ze belka drga z pierwsza postacig wlasna, ruch dowolnego punktu belki mozemy opisac
zaleznoscia:

yx.1)=Y(x)cos(eyt) )

gdzie Y(x) jest maksymalnym wychyleniem dowolnego punktu belki, wy jest pierwsza czestoscig
wiasng.

y(ay) =y
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Rys. 2. Schemat ideowy wykorzystywany przy wyznaczaniu zredukowanych parametréw dyna-
micznych obiektu mechanicznego metoda energetyczng.

Na podstawie rysunku 2 energi¢ kinetyczng (3a) i potencjalng (3b) belki z masg skupiong i modelu
mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

1! dy(x,t)]*
Tobiektu = Z(J)[ps + MS(X - a)] |:ygi)i| dx,

(3a)
T B lm [dy(x,t)}2
modelu — A M| 4,
2 dt
| x=a
1o d?y(xt
Vopias = [ EI{%}&
0 (3b)

1
Vmoa’elu = 3 kr b/(x‘t)]\i:a

gdzie:

— gesto$é materiatu belki w [kg/m’],

— pole przekroju poprzecznego w [m’],

masa skupiona w [kg],

— modul Younga materiatu belki w [ N/m’ ].

— moment bezwladnosci przekroju poprzecznego belki wzgledem osi obojetnej w [m'],
. — masa zredukowana w [kg],
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k. — sztywnos$¢ zredukowana modelu w [N/m],

a — polozenie masy skupionej i jednoczesnie punkt do ktorego redukujemy wilasnosci
masowo — sprezyste obiektu rzeczywistego w [m] (w ogdlno$ci mozna wybraé inny
punkt obiektu).

o dla x=a )

S(x—a)= delta Dirac’a

0 dla x+#a

Stad na podstawie kryterium podobienstwa obiektu rzeczywistego i modelu (1), wykorzystujac za-
leznosci (2) 1 (3), otrzymamy:

i
jYZ(x)dx
mr=M+W‘mb, my, :pSl,
L ©
J‘ d’ y(x)
k —EI¢
' Y?(a)

Z zalezno$ci (4) mozna obliczy¢ wartos$ci parametrow dynamicznych modelu jesli znamy postac
funkcji ¥(x). Omawiana metoda jest metoda przyblizong i stad w zalezno$ciach (4) nalezy przyjac
przyblizong posta¢ tej funkcji. Ogolnie zaktada sie, ze funkcja ¥(x) moze by¢ dowolng funkcja
spetniajacg warunki brzegowe. Jednakze najmniejszy btad popelniamy jesli do obliczen wezmiemy:

Y(x) = {statyczna linia ugiecia osi belki pod obcigzeniem wiasnym} ®))]
Przyjmujac, zgodnie z rysunkiem 3, obcigzenie belki w postaci obcigzenia cigglego o gestosci ob-
cigzenia ¢ = my g/l 1obcigzenia dyskretnego P = M-g (g — przyspieszenie ziemskie) dziatajacego

w punkcie a otrzymamy: q(x) = g(%} + Mo (x — a).

P=Mg
q(x) = m;g =const.
o RV e
e a > X
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Rys. 3. Schemat do obliczenia linii ugigcia belki.
— dla belki jednostronnie utwierdzonej z masg skupiona:
mygl™ I 3 2 2,2
Y(x) — = {4ul(x;—a,)" -H(x;—a;)—(x;=3a;)x;” ] +x,(x;” —4x,+6)} (6)

24EI

— dla belki obustronnie swobodnie podpartej z masa skupiong:

Y(x)= ”;;gEI [4uf(x,—a,) -H(x;—a,)—(x,=3a,)-[x} —a,(2—a)] +x,(x; =2x} + 1)} (7)



1 dl. =
&= funkcja skoku jednostkowego

gdzie: u = M/my,, x;=x/l, a;=a/l, H(x;_al)z{o dla x;=0

Po podstawieniu zaleznos$ci (6) i (7) do (4) otrzymamy zwiazki opisujace wartosci zredukowanej
masy m, 1 zredukowanej sztywnosci k; .

W niniejszym opracowaniu nie przedstawiono koncowych zaleznosci powyzszych obliczen z uwagi
na ich zlozong posta¢. Obliczenia numeryczne dla konkretnych uktadéw mozna przeprowadzi¢ wy-
korzystujace programy "BELKA" i "BELKA1". Przyktadowo dla uktadu:

— zrysunku la: gdy a=/ mamy:

m,=M+0.24m,, k, :353[
/
— zrysunku 1b: gdy a = 0.5-] mamy:
EI

m, =M +0.49m,, k, =48.1-
!

Przejdzmy teraz do omowienia, drugiej metody. Wyznaczenie wartosci zredukowanej sztyw-
nosci k, 1 zredukowanego wspotczynnika ¢, przeprowadzimy w oparciu o zalozenie réwnosci
przemieszczen drgan punktu redukcji a obiektu rzeczywistego 1 modelu:

Y(a,t)=y,(t) (8)

Rozpatrzmy zatem ruch modelu przedstawionego na rysunku Ic. Réwnanie ruchu drgan swobod-
nych modelu zapiszemy w postaci:

d’y,  dy
m.—=-+c.——+k.y =0 9
P TG TR, )
z warunkami poczatkowymi:
dy
t=0, y. \t)=y,, —=0 10
v (6)=yo — (10)

Rozwigzanie rownania (9) z warunkami poczatkowymi (10) dla ttumienia podkrytycznego
¢, <2.k,-m_ manastgpujacg postac:

V(1) = A-exp(~Ewyt )-cos(ap1-E 1 +a) (11)
k
gdzie: 0y = |—— czestos$¢ wlasna modelu,
|/ m,
&= & stopien tlumienia modelu,
2.k, -m

A= \/ v+ (m)z maksymalna amplituda drgan swobodnych,

przesunigcie fazowe.



Z analizy rozwigzania (11) (rysunek 4) rownania ruchu modelu (9) wynika, ze masa m, drga wokot

potozenia rownowagi z cze¢stoscia:
w, = w1 -E . (12)

Zatem okres drgan swobodnych thumionych wynosi:

2 2
r="- (13)
Zas$ kolejne maksymalne wychylenia tworza cigg geometryczny o ilorazie réwnym:

yr (t) — Al'
v (14T,) A,

= op( &, T, )= 6 (14).

ye®) /A

Rys. 4. Wykres drgan swobodnych ttumionych uzyskany na podstawie rozwigzania (11)
dlag=0.2

nazywanym dekrementem tlumienia drgan. Bardzo czgsto wykorzystuje si¢ logarytmiczny dekre-
ment thimienia drgan A zdefiniowany nast¢pujaco:

A=in(3)=In( =)=, (15)
i+1

Stad na podstawie zaleznosci (11-15) dla znanej wartosci zredukowanej masy uktadu m, mozemy

obliczy¢ wartosci zredukowanego wspolczynnika thumienia ¢, 1 zredukowanej sztywnosci k; :
_2m,.-A

R (16)

k, = 4m, (71'2 +A2)

2
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gdzie warto$ci logarytmicznego wspolczynnika ttumienia A i okresu drgan swobodnych ttumio-
nych T, okreslamy na. podstawie przebiegu przemieszczen drgan swobodnych punktu redukcji
obiektu rzeczywistego.



2.  OPIS STANOW[SKA

Stanowisko laboratoryjne sktada si¢ z dwoch czesci: mechanicznej i elektronicznego uktadu
badawczego (rysunek 5).
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Rys. 5. Schemat stanowiska laboratoryjnego: a, b — badane uktady rzeczywiste.

Ukfad mechaniczny sktada si¢ ze statywu, w ktérym mocujemy belke w uktadzie a lub b. Do belki,
w dowolnym punkcie jej czynnej dtugosci, mocujemy dodatkowa mase M .

Pierwszym elementem elektronicznego ukladu pomiarowego jest piezoelektryczny przetwornik
przyspieszen drgah mocowany do dodatkowej masy uktadu mechanicznego. Umozliwia on trans-
formacje wielko$ci mechanicznych na elektryczne. Zatem uwzgledniajac wiasno$ci przetwornika
uzyskujemy sygnat elektryczny o napigciu proporcjonalnym do przyspieszenia drgan. Nastepnie
sygnat ten moze by¢ wzmocniony i dalej dwukrotnie scalkowany (wzmacniacz z uktadem catkuja-
cym). Umozliwia to obserwacje¢ i nastgpnie badania kolejnych wielkos$ci mechanicznych — predko-
Sci 1 przemieszczenia drgan. Wykorzystujac przetwornik analogowo — cyfrowy uzyskujemy repre-
zentacj¢ cyfrowa sygnalow analogowych w uktadzie wygodnym do dalszej analizy z wykorzysta-
niem odpowiednio oprogramowanego komputera.

3. SPOSOB PRZEPROWADZENIA CWICZENIA.

Eksperyment najlepiej przeprowadzi¢ zgodnie z podanymi ponizej wytycznymi:



¢ Dla wskazanego przez prowadzacego ukladu mechanicznego (rysunek la lub 1b) okresli¢ war-
tosci wielko$ci materialowo-geometrycznych:

— mas¢ M (masa dodatkowego ciezarka + masa uchwytu + masa czujnika drgan),

— dhugos¢ czynng belki 1.

— wspotrzedng mocowania masy skupionej a ,

— masg czynnej czesci belki my, (mp= pbhl ; gdzie p — gestos¢ materiatu belki, mozna przy-
ja¢, ze belka jest stalowa: dla stali p = 7800 [kg/m’]; b — szeroko$é belki, & — gruboéé
belki; uwaga: mase czynnej czegsci belki mozna wyznaczy¢ tez z proporcji wazac belke
albo wyznaczajac gestos¢ materiatu belki p,

— moment bezwtadnos$ci przekroju belki wzgledem osi obojetnej I (dla belki o przekroju
prostokatnym I = bh’/12, gdzie b — szerokos¢ belki, h — grubosé belki),

Uwaga: w obliczeniach wspdtczynnika sprezystosci k, przyja¢ wartos¢ modut Younga E ma-

teriatu belki dla stali E =2.1-10"" [N/m?],

e Korzystajac ze wzorow (4) 1(6) lub (7) wzglednie z programéw "BELKA" lub "BELKA1" ob-
liczy¢ wartosci zredukowanej masy m, 1 zredukowanej sztywnosci k, uktadu oraz jego czgsto-

tliwo$¢ wlasng zgodnie ze wzorem: f,, = 1|k [Hz]
m

r

e Pobudzi¢ uktad do drgan (wychyli¢ uklad z potozenia réwnowagi) 1 zarejestrowaé przebieg
drgan gasngcych w komputerze a nast¢pnie na wtasnym nosniku.

e Na podstawie zarejestrowanych przebiegow drgan wiasnych uktadu dokona¢ obliczen zgodnie
Z ponizszg procedura:

yr(t)
| T T, T3 T4

VAT A A
RVATAYA

Ty, Ty, Ty Tyy =1

Rys. 6. Wykres drgan swobodnych tlumionych:
A;; — wartosci kolejnych maksymalnych przemieszczen uktadu,

T — okres drgan swobodnych thumionych.

o Obliczy¢ srednig warto$¢ okresu drgan swobodnych 7 1logarytmicznego dekrementu
thumienia A zgodnie z zalezno$ciami:



1| 13 1 &
Ti=—|->T,,+—>T,. |, T.=t,., —t;, 17
r$ 2(}1; 1j m; ZJJ i j+1 y ( )

k4. L A4,.
A, =2 15 |yl 1y 8
2 k Jj=1 Aij+] ! J=1 A2j+1

gdzie i = 1 dotyczy dodatnieja i = 2 ujemnej czgsci wykresu.

Korzystajac ze wzordéw (16) obliczy¢ wartosci zredukowanego wspotczynnika thumienia
¢ 1 zredukowanej sztywnosci &, oraz stopien thumienia § przyjmujac wczesniej wyzna-
czong mas¢ zredukowang m,.

Narysowac przyblizong charakterystyke amplitudowo-czgstotliwosciowg badanego ukta-
du. Charakterystyka ta zawiera informacj¢ o zachowaniu si¢ uktadu rzeczywistego pod
dziataniem harmonicznej sity wymuszajacej o czestotliwosci bliskiej czestotliwosci wia-
snej uktadu, gdyz definicyjnie jest to funkcja amplitudy drgan wymuszonych ustalonych
A,, w zaleznosci od czestotliwosci sity wymuszajacej f, A=A, (f)-

Na podstawie przeprowadzonych badan analityczno-eksperymentalnych, korzystajac z
danych zawartych w [1] (rozdziat 4), mozemy wyznaczy¢ charakterystyczne punkty
funkcji Ay(f). I tak:

1 dla =0 punkt B
0 4
= dla ~ - unkt D
A T
Zw 10=""— dia f=1 rys.7  punktC
yst AV’V f
0 A
= dla ~ )+ = unkt £
0 dla f oo

gdzie:

vs = Fo/k, — ugiecie statyczne,

F, —amplituda sity wymuszajacej,

O — dobro¢ uktadu; wielko$¢ opisujaca zdolnos¢ uktadu do akumulowania energii.
Jo-A _ S

Af— szeroko$¢ potdowkowa krzywej rezonansowej, Af = o 20
V4
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Rys. 7. Przyblizona charakterystyka amplitudowo-czestotliwosciowa uktadu.

ZAWARTOSC OPRACOWANIA.

Opracowanie ¢wiczenia powinno zawiera¢ nastepujace elementy:

cel ¢wiczenia,

schemat stanowiska badawczego,

przebieg drgan zanikajacych badanego ukfadu,

zestawienie wartos$ci parametrow dynamicznych ukladu wyznaczonych na drodze obli-
czen numerycznych 1 badan eksperymentalnych:

o zredukowanej masy m,,

o zredukowanej sztywnosci k.,

o zredukowanego wspotczynnika ttumienia c;,

zestawienie innych warto$ci parametréw charakteryzujacych drgania swobodne uktadu o
jednym stopniu swobody:

o czestotliwos¢ drgan swobodnych tlumionych @, 1niettumionych @, ,

o stopien thumienia ¢,

o logarytmiczny dekrement thumienia 4,

o przyblizong charakterystyke amplitudowo-czgstotliwosciowa ukladu.



